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ROˆLE DE L’ESPACE DE BESOV B
−1,∞
∞ DANS LE CONTROˆLE DE
L’EXPLOSION E´VENTUELLE EN TEMPS FINI DES SOLUTIONS
RE´GULIE`RES DES E´QUATIONS DE NAVIER-STOKES
RAMZI MAY
Re´sume´. Soit u ∈ C([0, T ∗[;Ln(Rn)n) une solution maximale des e´quations de Navier-Stokes.
Nous montrons que u est C∞ sur ]0, T ∗[×Rn et qu’il existe une constante ε∗ > 0, qui ne de´pend
que de n, telle que si T ∗ <∞ alors, pour toute ω ∈ S(Rn)n, on a limt→T ∗ ‖u(t)− ω‖B−1,∞∞ ≥ ε∗.
The role of the Besov space B
−1,∞
∞ in the control of the eventual explosion in finite
time of the regular solutions of the Navier-Stokes equations
Abstract. Let u ∈ C([0, T ∗[;Ln(Rn)n) be a maximal solution of the Navier-Stokes equations.
We prove that u is C∞ on ]0, T ∗[×Rn and there exists a constant ε∗ > 0, which depends only
on n, such that if T ∗ is finite then, for all ω ∈ S(Rn)n, we have limt→T ∗ ‖u(t)− ω‖B−1,∞∞ ≥ ε∗.
1. Introduction et e´nonce´ des re´sultats
Nous utilisons dans cette note les notations suivantes: on de´signe par n un entier fixe supe´rieur
a` 3. Tous les espaces fonctionnels conside´re´s sont de´finis sur l’espace Rn. Si (X, ‖.‖) est un
espace de Banach tel que S(Rn) →֒ X →֒ S′(Rn), on note par X l’espace produit Xn, on pose
Xσ = {f ∈ X; div(f) = 0} et on de´signe par X˜ l’adhe´rence de S(Rn)n dans X.
Soient u0 ∈ Lnσ et u ∈ C([0, T ∗[;Lnσ) la solution maximale des e´quations inte´grales de Navier-
Stokes associe´es a` la donne´e initale u0
(NSI) u(t) = et∆u0 + L(P∇.(u⊗ u))(t),
ou` P est le projecteur de Leray et L est l’ope´rateur line´aire de´fini par
(1.1) L(f)(t) = −
∫ t
0
e(t−s)∆f(s)ds.
Pour l’existence et l’unicite´ de la solution u, on pourra consulter les re´fe´rences ([4], [7], [9]). En
ce qui concerne la re´gularite´ de u, P.G.Lemarie´-Rieusset [7] a montre´, en utilisant le crite`re de
Caffarelli, Kohn et Nirenberg, que la solution u appartient a` l’espace C(]0, T ∗[,L∞) et qu’elle est,
par conse´quent, de classe C∞ sur l’ouvert QT ∗ =]0, T ∗[×Rn. Nous pre´sentons, dans ce papier,
une autre de´monstration e´lementaire et directe de la re´gularite´ de u.
Supposons, dore´navant, que notre solution u explose en temps fini i.e T ∗ < ∞, (nous ne
savons pas, jusqu’a` pre´sent, si un tel phe´nome´ne est possible ou non). Notre objectif principal est
d’e´tudier le comportement de u(t) au voisinage de T ∗. Rappelons que Y. Giga [3] a prouve´ que les
normes ‖u(t)‖p , n < p ≤ ∞, tendent vers l’infini avec une vitesse supe´rieure a` Cp(T ∗− t)
1
2
(n
p
−1).
Dans le cas limite ou` p = n, H. Sohr et W.Von Wahl [10] ont montre´ que u ne peut pas eˆtre
uniformement continue sur [0, T ∗[ a` valeurs dans l’espac Ln. H. Kozono et H. Sohr [6] ont
Key words and phrases. Navier-Stokes equations, Besov spaces, Bony’s paraproduct.
1
2 RAMZI MAY
pre´cise´ ce re´sultat en montrant l’existence d’une constante εKS > 0, qui ne de´pend que de n,
telle que si limt→T ∗ u(t) = u∗ dans Ln faible, alors limt→T ∗ ‖u(t)‖nn − ‖u∗‖nn ≥ εKS. Comme
conse´quence, ils ont prouve´ que u n’appartient pas a` l’espace BV ([0, T ∗[,Ln). Re´cemment, L.
Escauriaza, G. Seregin et V. Sˇvera´k [2] ont montre´, qu’en trois dimensions d’espace (n = 3), si
la solution u appartient en plus a` l’espace d’e´negie de Leray-Hopf LT ∗ = L∞T ∗(L2) ∩ L2T ∗(H1),
alors limt→T ∗ ‖u(t)‖3 = ∞. Dans cette note, nous de´montrons le the´ore`me suivant qui pre´cise
le comportement de u(t) dans l’espace limite de Besov B−1,∞∞ (rappelons que Ln →֒ B˜−1,∞∞ ).
Ce re´sultat est fort utile dans l’e´tude de la re´gularite´ des solutions faibles des e´quations de
Navier-Stokes [8].
The´ore`me 1. Il existe une constante ε∗ > 0 qui ne de´pend que de n telle que, pour toute
ω ∈ B˜−1,∞∞ , on a
(1.2) lim
t→T ∗
‖u(t)− ω‖
B˜
−1,∞
∞
≥ ε∗.
Remarque 1. nous montrons dans [8] que ce re´sultat de persistance reste vrai lorsqu’on rem-
place l’espace Ln par d’autres espaces fonctionels tels que les espaces de Lebesgue Lp (avec p > n)
ou l’espace de Sobolev H
d
2
−1.
Une conse´quence imme´diate de ce The´ore`me est le re´sultat suivant.
Corollary 1. La solution u n’appartient pas a` l’espace BV ([0, T ∗[; B˜−1,∞∞ ).
Proof. En utilisant l’injection de Ln dans B˜−1,∞∞ , Le The´ore`me 1 nous permet de construire
par re´currence une suite strictement croissante (tj)j∈N d’e´lements de ]0, T ∗[ telle que, pour tout
j ∈ N, ‖u(tj+1)− u(tj)‖B−1,∞∞ ≥ ε∗. D’ou` le re´sultat.
Avant de passer a` la de´monstration du The´ore`me 1, nous e´nonc¸ons quelques re´sultats pre´liminaires.
Pour les de´monstrations de ces re´sultats ainsi que pour les de´finitions de la de´composition de
Littlewood-Paley, du paraproduit de Bony et des espaces de Besov, nous renvoyons les lecteurs
aux re´fe´rences [1] et [7].
Le premier re´sultat est une version ame´liore´e du the´ore`me d’existence de Kato [5].
The´ore`me 2 (The´ore`me de Kato). Soit v0 ∈ Lnσ. Il existe un unique temps maximal T∗
de´f
=
T ∗K(v0) ∈]0,∞] et une unique fonction vectorielle v
de´f
= S∗K(v0) ∈ ∩0<T<T∗LnK(QT ) solution
maximale sur ]0, T∗[ des e´quations (NSI) associe´es a` la donne´e initiale v0, ou` LnK(QT ) est l’espace
des fonctions w ∈ C([0, T ];Lnσ) telles que
√
tw ∈ C([0, T ];L∞) et limt→0
√
t ‖w(t)‖∞ = 0. Cette
solution v est de classe C∞ sur l’ouvert QT∗ , plus pre´cise´ment v ∈ ∩j,i∈NCit(]0, T∗[, B˜j,∞∞ ). Enfin,
il existe une constante positive εn, qui ne de´pend que de n, telle que si pour un re´el positif T on
a (1 + ‖v0‖n) sup0<t<T
√
t
∥∥et∆v0∥∥∞ ≤ εn alors T ∗K(v0) ≥ inf(1, T ).
Une conse´quence directe de ce the´ore`me est le lemme principal suivant.
Lemme 1. Soit v0 ∈ Lnσ. On pose v = S∗K(v0) et T ∗K = T ∗K(v0). Alors pour tout t0 ∈]0, T ∗K [ on
a T ∗K(v(t0)) = T
∗
K − t0 et S∗K(v(t0)) = v(.+ t0). Si on suppose que 0 < T ∗K − t0 ≤ 1 alors
(1.3) I∗(v0, t0)
de´f
= (1 + ‖v(t0)‖n) sup
0<t<T ∗
K
(v0)−t0
√
t
∥∥et∆ (v(t0))∥∥∞ > εn.
Le lemme suivant caracte´rise l’effet re´gularisant de l’ope´rateur L.
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Lemme 2. Il existe une constante Cn > 0 telle que pour tous T ∈]0, 1], α ∈ {1, 2} et r ∈ R,
L’ope´rateur L, de´fini par (1.1), est continu de C([0, T ]; B˜r,∞∞ ) dans C([0, T ]; B˜
r+α,∞
∞ ) et sa norme
est infe´rieure a` CnT
2−α
2 .
Pour e´noncer le dernier lemme, nous introduisons la de´finition d’une version affaiblie du para-
produit vectoriel de Bony. Soient f et g :Rn → Rn deux fonctions. On de´finit, formellement, les
deux ope´rateurs biline´aires π0 et π1 par πi(f ⊗ g) =
∑∞
k=0 Sk+i(f)⊗∆k(g), i = 0, 1. Rappelons
que dans le cas ou` f et g sont dans S(Rn)n on a bien l’identite´ f ⊗ g = π0(f ⊗ g) + π1(g ⊗ f).
Lemme 3. Soit s > 1. Il existe une constante positive Cn,s telle que les ope´rateurs π0 et π1 sont
continus de B˜−1,∞∞ ×B˜1+s,∞∞ (resp. C0(Rn)×B˜1+s,∞∞ ) dans B˜s,∞∞ (resp. B˜1+s,∞∞ ) et leurs normes
sont infe´rieures a` Cn,s. En particulier si f et g sont dans B˜
1+s,∞
∞ alors f⊗g = π0(f⊗g)+π1(g⊗f)
dans B˜1+s,∞∞ .
2. De´monstration du The´ore`me
Nous partageons la de´monstration en trois e´tapes.
1e`re e´tape. Montrons que T ∗ = T ∗K(u0) et que u = S
∗
K(u0) (il en re´sulte, en particulier, que u ∈
C∞(QT ∗)). En vertu de l’unicite´ des solutions des e´quations de Navier-Stokes dans C([0, T ];Ln)
[4], nous avons T ∗ ≥ T ∗K(u0) et u = S∗K(u0) sur [0, T ∗K(u0)[. On conclut alors de`s qu’on
prouve que T ∗ ≤ T ∗K(u0). Supposons que T ∗K(u0) < T ∗. Alors l’ensemble S∗K(u0) ([0, T ∗K(u0)[) =
u ([0, T ∗K(u0)[) est un pre´compact de L
n. Utilisant ensuite le fait que pour toute f ∈ Ln,
sup0<s<1
√
s
∥∥es∆f∥∥∞ ≤ cn ‖f‖n et lims→0√s
∥∥es∆f∥∥∞ = 0, on montre qu’il existe λ ∈]0, 1[
tel que, pour tout t0 ∈ [0, T ∗K(u0)[, on a
(1 + ‖S∗K(u0)(t0)‖n) sup
0<t<λ
√
t
∥∥et∆S∗K(u0)(t0)∥∥∞ ≤ εn.
Prenons t0 tel que 0 < T
∗
K(u0)− t0 < λ, il vient I∗(u0, t0) ≤ εn, ce qui est absurde d’apre`s (1.3).
2e`me e´tape. Montrons que pour tout 0 < a < T ∗, u /∈ L∞([a, T ∗[, L∞). On raisonne par
l’absurde et on pose v0 = u(a) et v = S
∗
K(v0). Alors, d’apre`s le Lemme 1 et l’e´tape pre´ce´dente,
on a M
de´f
= sup0<t<T ∗
K
(v0) ‖v(t)‖∞ < ∞. Un calcul e´le´mentaire utilisant le lemme de Gronwall,
l’ine´galite´ de Young et le fait que le noyau de l’ope´rateur et∆P∇ est dans L1(Rn)n×n et que sa
norme est infe´rieure a` C√
t
, nous permet de prouver que N
de´f
= sup0<t<T ∗
K
(v0) ‖v(t)‖n est fini. Par
conse´quent, pour tout t0 ∈ [0, T ∗K(v0)[, on a
I∗(v0, t0) ≤ C(1 +N)M
√
T ∗K(v0)− t0,
ce qui contredit (1.3).
3e`me e´tape. Soit ε > 0 pour lequel on suppose qu’il existe ω ∈ S(Rn)n ve´rifiant
lim
t→T ∗
‖u(t)− ω‖
B
−1,∞
∞
< ε.
Il existe alors δ0 ∈]0, T ∗[ tel que pour tout t ∈ [T ∗−δ, T ∗[ on a ‖u(t)− ω‖B−1,∞∞ < ε. Soit δ ∈]0, δ0[
un re´el a` fixer ulte´rieurement. On pose w0 = u(T
∗− δ), alors, d’apre`s la 1e`re e´tape et le Lemme
1, T ∗K(w0) = δ et w = S
∗
K(w0) = u(.+ T
∗ − δ). Par conse´quent sup0<t<δ ‖w(t)− ω‖B−1,∞∞ < ε.
Soit s > 0. Le The´ore`me de Kato assure que w ∈ C([0, δ]; B˜s+1,∞∞ ), il en re´sulte, d’apre`s le
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Lemme 3,
w(t) = et∆w0 +
1∑
j=0
L (P∇.πj [(w − ω)⊗w]) + L (P∇.πj [ω ⊗ w]) (t).
Utilisons encore le Lemme 3 et le fait que P∇ est continue de B˜r,∞∞ dans B˜r−1,∞∞ (r ∈ R), on
trouve que, pour tout δ′ ∈]0, δ[, on a
sup
0<t<δ′
‖w(t)‖
B˜
s+1,∞
∞
≤ ‖w0‖B˜s+1,∞∞ + C{ε+ ‖ω‖∞
√
δ} sup
0<t<δ′
‖w(t)‖
B˜
s+1,∞
∞
,
ou` C est une constante positive qui ne de´pend que de n et s. Supposons par l’absurde que
ε < ε∗
de´f
= 14C . Choisissons, maintenant, δ tel que la quantite´ C{ε + ‖ω‖∞
√
δ} soit infe´rieure a`
1
2 , on obtient que le sup0<t<δ ‖w(t)‖B˜s+1,∞∞ est majore´ par 2 ‖w0‖B˜s+1,∞∞ . Rappelons que B˜
s+1,∞
∞
s’injecte dans L∞ et que w = u(.+ T ∗ − δ), il vient que supT ∗−δ<t<T ∗ ‖u(t)‖∞ est fini, ce qui
est impossible d’apre`s l’e´tape pre´ce´dente. Donc, pour toute ω ∈ S(Rn)n,
lim
t→T ∗
‖u(t)− ω‖
B
−1,∞
∞
≥ ε∗.
Par densite´, cette dernie`re estimation reste vraie pour toute ω ∈ B˜−1,∞∞ .
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